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1. 緒言 
材料の機械的性質を知ることは，機械や構造物の設計をす
るために必要不可欠である．通常，引張試験により弾性係数
等は測定されているが，試験材料の作成やひずみ測定等煩雑
な部分が多い．一方，比較的簡便な測定方法として，押し込
み試験により弾性係数の測定が行われてきている．押し込み
試験とは，試験片の表面に球や四角錐などの圧子を押し込み．
押し込み深さと荷重から試験片の硬さなどの力学的性質を推
定する方法である．簡便な試験方法で試験片の形状は厚さが
薄い直方体状の試験片であれば試験可能である．生体材料の
材料定数を導出する研究としてはセルロースが存在する．原
子間力顕微鏡(AFM)を解析的接触力学モデリング(Hertz モデ
ル)及び有限要素解析を組み合わせてセルロースナノクリス
タルの縦弾性係数を求める研究がなされている[1]．しかし，
押し込み試験は主に金属等の硬い材料に対して行われており，
生体やプラスチック材料等の柔らかい材料に対する適用はあ
まりなされていない．また，金属材料の押し込み試験の多く
は三角錐圧子を利用し，除荷時の押し込み量，荷重曲線の傾
き等のみのデータのみを使用している．押し込み量，荷重曲
線の全てのデータを用いれば，より精度の向上が可能である
と考えられる．そのためには，押し込み量―荷重曲線と材料
定数の関係が明確になっていなければならない．しかし，三
角錐圧子に対して，押し込み量―荷重曲線を理論的に算出す
るのは困難である． 
そこで，本研究では，押し込み量―荷重曲線が理論的に得
られる球圧子による押し込み試験を用いて，柔らかい材料の
材料定数の導出について検討する．本研究では，Hertz の接
触理論を基に，球圧子による押し込み試験の結果から，簡便
に縦弾性係数を測定する手法を提案している．柔らかい材料
の縦弾性係数等の機械的性質が押し込み試験により求められ
れば，木材等の生体材料の機械的性質を簡便に求められる可
能性がある． 
 
2. Hertzの接触理論による縦弾性係数の導出 
Fig.1 は圧子を試験片に押し込む際の，荷重-押込み深さ線
図である．試験は一定の速度で圧子を押し込むことで，測定
面を負荷し，最大押し込み荷重𝑃𝑚𝑎𝑥[mN]に到達後，一定時間
荷重を保持した後，除荷を行う．ここで，P[mN]は押し込み
荷重，h[μm]は押し込み深さを示す．本研究では試験結果より
得られた荷重-押込み深さ曲線から材料の縦弾性係数を算出
する． 
押し込み試験による縦弾性係数の導出にはヘルツの接触理
論式[2]を用いる．押し込み荷重 P と押し込み量 h との関係は
式(1)のようになる．本研究では剛体球で半無限弾性体を押し
込んだ場合として計算を行っている． 
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Eは材料の縦弾性係数，Rは圧子の半径，νは材料のポアソン
比である．押し込み曲線において Fig.1のように負荷時と除荷
時でそれぞれに分けて Hertz の接触理論式を適用する．ここ
で，押し込み試験は押し込みの開始位置，荷重の立ち上がり
を自動的に求めているため，実際の試験片表面とずれている
可能性がある．圧子と試験材料表面が初めて接触する位置を
正確に測定することが困難である．そこで，押し込み荷重お
よび，押し込み量の補正値を ΔP，Δh として式(1)を次式のよ
うに修正する． 
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縦弾性係数の導出の流れについて説明する．圧子の半径 R
とポアソン比 ν は既知のものとする．式(2)の Hertz の接触理
論によって求めた押し込み荷重を𝑃𝐻𝑒𝑟𝑡𝑧(ℎ𝑖)，実験によって得
た押し込み荷重を𝑃𝐸𝑥𝑝(ℎ𝑖)と定義する．ℎ𝑖は押し込み曲線の各
プロットにおける押し込み深さを示す．次式に示す𝐸𝑟は Hertz
の接触理論式によって求めた荷重𝑃𝐻𝑒𝑟𝑡𝑧(ℎ𝑖)と実験値の荷重
𝑃𝐸𝑥𝑝(ℎ𝑖)の差の二乗和である．ここで，nは押し込み曲線の負
荷時，除荷時の実験データのプロット数である． 
 𝐸𝑟 = ∑{𝑃𝐻𝑒𝑟𝑡𝑧(ℎ𝑖) − 𝑃𝐸𝑥𝑝(ℎ𝑖)}
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初期値として縦弾性係数 E，Δh，ΔPを決める．種々のパラメ
ータを変化させて，𝐸𝑟を最小にするパラメータの組み合わせ
(E，Δh，ΔP)を求める．パラメータを動かす幅はあらかじめお
おまかに設定し，刻みは Eを 0.01[GPa]，Δhを 0.01[μm]，ΔP
を 1[mN]から 100[mN]の試験では 0.01[mN]刻みで 200[mN]～
500[mN]では 1[mN]刻みである．Fig.2 に負荷時において ΔP，
Δhを変化させたときの押し込み曲線を示す． 
Hertz の接触理論式より式(4),(5)からそれぞれ材料の圧縮，
引張応力を求めることができる．また，式(1)の Pを(4)の Pに
代入してまとめると式(6)のように圧縮応力𝑝𝑚𝑎𝑥が押し込み
深さ h の 1/2 乗に比例する関数として表せる．これらの応力
に関する式は後の方で使用する． 
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Fig.1 Application of Hertz's contact theory formula 
(Maximum load100[mN]) 
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(a) When changing ΔP         (b) When changing Δh 
Fig.2 Application of Hertz's contact theory formula in load 
(Maximum load100[mN]) 
 
3. 押し込み試験 
押し込み試験は島津製ダイナミック超微小硬度計
DUH-211Sを用いて行う．球圧子は圧子半径 R＝0.05[mm]を使
用している．本研究では柔らかい材料としてアクリル材を使
用している．その理由としてはアクリル材の縦弾性係数は
2.2[GPa]~3.2[GPa]程度とされていることと，先行の研究[3]では
木材の縦弾性係数は 0.5[GPa]~3.5[GPa]程度であるからである．
アクリル材の押し込み試験用の試験片の寸法は 5[mm]×
25[mm]×38[mm]である．試験片を乗せたテーブルが上下する
ことにより押し込み試験を行い，試験片の真上から垂直に荷
重をかける．試験は一定の荷重速度で Table.1に示すような最
大荷重になるまで押し込みを行い, 一定時間保持し再び一定
の荷重速度で除荷を行う負荷―除荷試験を行う．Table.1に試
験条件の詳細を示す．押し込む位置は Fig.3に示すように圧子
の直径分である 0.1[mm]の間隔を空けながら行っている． 
 
 
Fig.3 Model of where to place the indentation tests 
 
Table.1 Conditions for indentation test 
Maximum load 
1,5,10,20,30,40,50, 
60,70,80,90100[mN] 
200,300,400,500[mN] 
Minimum load 
・0.002[mN] when 1[mN] 
・0.02[mN] when 5,10[mN] 
・0.2[mN] when 20～100[mN] 
・1.96[mN] when 200～500[mN] 
Load speed 
・0.0150[mN/sec] when 1[mN]  
・0.1463[mN/sec] when 5,10[mN] 
・1.3324[mN/sec] when 20～100[mN] 
・7.0067[mN/sec] when 200～500[mN] 
Load retention time 10[sec] 
Unload retention time 10[sec] 
 
4. アクリルの縦弾性係数の測定 
4.1 引張試験による縦弾性係数の測定 
引張試験によりアクリルの縦弾性係数を求める．
1[mm]×320[mm]×30[mm]のアクリル試験片を用いる．試験片
にひずみゲージを貼り，ひずみを測定している．島津製万能
オートグラフ AGS-J を用いて，引張速度 0.5[mm/min]，最大
試験力 1[kN]で引張試験を行った．試験結果より応力―ひずみ
線図を Fig.4 に作図し，Fig.5 に示すように直線の傾きからア
クリルの縦弾性係数 Eを導出する．引張試験によって求めた
アクリルの縦弾性係数は約 4.1[GPa]であることがわかる．ま
た，Fig.4より降伏応力𝜎 𝑦は 18.9[MPa]ということになる． 
 
  
Fig.4 Strain stress curve 
 
Fig.5 Linearly approximated stress-strain diagram 
 
4.2 押し込み試験による縦弾性係数の測定 
2章の方法を用いて，押し込み曲線に Hertzの接触理論式を
適用した図とその時の試験片の変形形状のコンター図，プロ
ファイルの一例を Fig.6に示す．このとき使用したパラメータ
は R=0.05[mm]，ポアソン比 ν＝0.4である．また，試験片の変
形形状の観察には OLYMPUS 製のレーザ顕微鏡 LEXT 
OLS4100 を使用した．最大押し込み荷重 Pmax=50[mN]，
200[mN]，400[mN]のどのケースでも押し込み曲線と Hertzの
接触理論式はおおむね一致させることが出来た．変形形状に
ついてみていくと Pmax=50[mN]ではまだ圧痕は形成されて
いないことがわかる．Pmax=200[mN]ではコンター図からは圧
痕は形成されていないように見えるがプロファイルを見ると
わずかに圧痕が形成されていると思われる．最後に
Pmax=400[mN]ではコンター図，プロファイルからも圧痕が形
成されているのが明確である．次にすべての最大押し込み荷
重について得られたアクリルの縦弾性係数と圧痕深さについ
てまとめたグラフを Fig.7に示す．なお，Hertzの接触理論は
押し込み曲線の負荷時にのみ適用するものであるが参考のた
めに除荷時にも適用している．Fig.7の負荷時のアクリルの縦
弾性係数を見ると 1[mN]~100[mN]では 3[GPa]前後の範囲であ
るが 200[mN]以降ではアクリルの縦弾性係数は最大試験力が
増すごとに低くなっていることが分かる．アクリルの縦弾性
係数の参考値は 3.2[GPa]で 50[mN]以下におけるアクリルの縦
弾性係数に近い結果となった．しかし，引張試験で求めたア
クリルの縦弾性係数は約 4[GPa]で Hertz の接触理論により求
めたものとは 1[GPa]ほど大きい値となっているが，別の引張
試験で求めた縦弾性係数では 3[GPa]程度の値が得られている
ことから今回の引張試験には実験に不備があったものと考え
られる． 
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 Fig.7より最大押し込み荷重 200[mN]以降は圧痕が明確に形
成されており，塑性変形を起こしているのではないかと考え
られる．別途有限要素法解析を行い，降伏応力について議論
していきたい． 
 
5. 有限要素法による押し込み解析 
 有限要素法の解析(以下，FEM 解析)には ANSYS を利用し
ている．モデルの形状は Fig.8に示すように二次元軸対称であ
る．解析時間を短縮するために圧子の接触する部分のメッシ
ュを細かくし，それ以外の部分を粗く作成している．なお，
実験で用いた試験片の寸法より小さくモデルを作成している
が，変形形状のコンター図等で影響はないことを確認済みで
ある．解析の条件としては圧子を剛体とみなし，材料のパラ
メータを R=0.05[mm], E=3.1[GPa], ν=0.4としている．解析の
入力値としては Pmax=400[mN]の押し込み試験の最大押し込
み深さ hmax=6[μm] ，Pmax=1000[mN]の押し込み試験の最大
押し込み深さ hmax=15[μm]としている．この条件で降伏応力
σy=250,300,350,400[MPa]と変化させたときの変形形状を見て
いく．また，レーザ顕微鏡で測定した圧痕の深さと合わせて
見ていく．Fig.9 に FEM の結果を示す．Fig.9(a)を見ると，
σy=350[MPa]として計算したときの圧痕の形状が実験により
観測された圧痕形状に最も近いことがわかる．また，Fig.9(b)
を見ると σy=400[MPa]として計算したときの圧痕の形状が実
験により観測された圧痕形状に最も近い．以上よりアクリル
の圧縮の降伏応力は 350～400[MPa]程度であることが FEM解
析より同定できる． 
FEM 解析により圧縮の降伏応力が導出できたのでその妥
当性を検証するために 2 章で述べた Hertz の接触理論による
応力の式を用いる．式 (4)と式 (6)で E=3.2[GPa],  ν=0.4, 
R=0.05[mm]としたときのグラフをそれぞれ Fig.10，Fig.11 に
示す．Fig.10と Fig.11で圧縮の降伏応力 pmax=350～400[MPa]
の時の押し込み荷重と押し込み深さはそれぞれ P=40~60[mN]，
h=1~1.5[μm]である．このことから最大押し込み荷重が
200[mN]の時から圧縮の降伏が始まるのではなく，最大押し
込み荷重 Pmax=40~60[mN]，最大押し込み深さ h=1~1.5[μm]
で降伏が始まるのではないかと考えられる．実際に Fig.12に
示すように最大押し込み荷重 Pmax=40~60[mN]の時の最大押
し込み深さを見ると最大押し込み深さ hmax=1~1.5[μm]の範囲
内に含まれていることがわかる． 
 
 
Fig.8 FEM model 
 
 
(a) Input value(hmax=6[μm])     (b) Input value(hmax=15[μm]) 
Fig.9 Indentation shape by FEM analysis 
 
Fig.10 Relationship between indentation load P and compressive 
stress pmax obtained by Hertz's contact theory 
 
Fig.11 Relationship between indentation depth h and compressive 
stress pmax obtained by Hertz's contact theory 
 
Fig.12 Relationship between maximum indentation depth h and 
maximum load 
 
6. 結言 
・押し込み曲線の負荷時でヘルツの接触理論式で求めたアク
リルの縦弾性係数は弾性域の範囲内であろう最大押し込み荷
重 50[mN]以下の範囲では 3[GPa]付近の結果となり参考値で
あるアクリルの縦弾性係数 3.2[GPa]に近い結果となった． 
・ヘルツの接触理論と有限要素法による結果からアクリルの
圧縮の降伏応力は 350～400[MPa]程度であると見積もられた． 
・試験力が 200[mN]を超えたあたりから圧痕が観測され始め
て，縦弾性係数も低くなっていくが，有限要素法とヘルツの
2mm
0
.7
m
m
Acrylic
Sphere indenter 
R=0.05[mm]
-1.4
-1.2
-1
-0.8
-0.6
-0.4
-0.2
0
0.2
0 10 20 30 40 50
In
d
en
t 
d
ep
th
[μ
m
]
x[μm]
σy=250[MPa]
σy=300[MPa]
σy=350[MPa]
σy=400[MPa]
Experiment_value
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1
0
1
0 10 20 30 40 50
In
d
en
t 
d
ep
th
[μ
m
]
x[μm]
σy=250[MPa]
σy=300[MPa]
σy=350[MPa]
σy=400[MPa]
Experiment_value
0
100
200
300
400
500
600
700
800
900
1000
0 200 400 600 800
p
m
ax
 [
M
P
a]
Load P[mN]
0
50
100
150
200
250
300
350
400
450
500
0 0.5 1 1.5 2
p
m
ax
 [
M
P
a]
Displacement h[μm]
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
0 20 40 60 80 100
M
ax
im
u
m
 i
n
d
en
ta
ti
o
n
 
d
ep
th
[μ
m
]
Maximum load [mN]
接触理論式より実際には試験力が 40～60[mN]の辺りで降伏
が起きているのではないかと考えられる． 
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(a) Hertz's contact theory and 
experimental values 
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Fig.6 Elastic modulus of acrylic and acrylic test specimen profile derived using Hertz contact theory formula 
 
 
Fig.7 Acrylic modulus of longitudinal elasticity at each test force 
0
10
20
30
40
50
60
0 0.5 1 1.5
L
o
ad
[m
N
]
Displacement[μm]
Experiment value
Hertz_load
Hertz_unload
0
0.2
0.4
0.6
0.8
0 50 100 150
D
ep
th
[μ
m
]
x[μm]
0
50
100
150
200
250
0 1 2 3 4
L
o
ad
[m
N
]
Displacement[μm]
Experiment value
Hertz_load
Hertz_unload
0
0.2
0.4
0.6
0.8
0 50 100 150
D
ep
th
[μ
m
]
x[μm]
0
50
100
150
200
250
300
350
400
450
0 2 4 6 8
L
o
ad
[m
N
]
Displacement[μm]
Experiment value
Hertz_load
Hertz_unload
0
0.5
1
1.5
0 50 100 150
D
ep
th
[μ
m
]
x[μm]
0
0.2
0.4
0.6
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
4.5
0 100 200 300 400 500 600
D
ep
th
 o
f 
in
d
en
ta
ti
o
n
[μ
m
]
E
la
sr
ic
 m
o
d
u
lu
s[
G
P
a]
Maximum load[mN]
E_load
E_unload
Depth of indentation
